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AM II. Examen 1

Ejercicio 1. Responde razonadamente a la veracidad o falsedad de las siguientes
afirmaciones:

1. (1 punto) Sea A C R™, u(A) > 0. Entonces existe un intervalo I = (a,b), con
a <b, tal que I C A.

2. (1 punto) u(F) =0 = R™\ E es denso en R".
3. (1 punto) Sea £ C R™. Si R™\ E es denso en R = pu(E) = 0.

4. (1 punto) Sea f € L'(a,b). El conjunto de puntos de [a,b] donde f es discon-
tinua tiene medida cero.

Ejercicio 2 (3 puntos). Decide, razonadamente, si la funcién:

Fr0.2 SR fla) = YV

pertenece, o no, a L'(0,2).

Ejercicio 3 (3 puntos). Decide, razonadamente, si la funcién:
—Vvr+1
fr(2400) SR, fa) = VI VEEL

pertenece, o no, a L'(2, +00).

4 losdeldgiim.github.io


https://losdeldgiim.github.io/

AM II. Examen 1

Ejercicio 1. Responde razonadamente a la veracidad o falsedad de las siguientes
afirmaciones:

1. (1 punto) Sea A C R", u(A) > 0. Entonces existe un intervalo I = (a,b), con
a < b, tal que I C A.
Falso. Que un conjunto tenga medida de Lebesgue positiva p(A) > 0 no
implica que contenga intervalos abiertos.

Contraejemplo: El conjunto de los nimeros irracionales en [0, 1] tiene medida
1, pero no contiene ningun intervalo (a,b) con a < b porque los racionales son
densos en R.

2. (1 punto) u(EF) =0 = R"\ E es denso en R™.
Nota: R"\ E es denso en R” <= R\ £ =R"
Verdadero. Si R™\ £ no fuera denso en R”, existiria una bola abierta B(z, )
tal que B(z,7) C E. Sin embargo, la medida de cualquier bola abierta es
estrictamente positiva (u(B(x,r)) > 0), lo que contradiria la hipdtesis de que

w(E) =0.

3. (1 punto) Sea £ C R™. Si R™\ E es denso en R" — pu(FE) = 0.
Falso. El hecho de que el complementario sea denso no garantiza que el con-
junto original tenga medida nula.

Contraejemplo: Sea E = [0,1] \ Q. Su complementario en [0,1] es Q N[0, 1],
que es denso en [0, 1], pero u(E) =1 # 0.

4. (1 punto) Sea f € L'(a,b). El conjunto de puntos de [a,b] donde f es discon-
tinua tiene medida cero.
Falso. Esta propiedad es caracteristica de la integrabilidad de Riemann (Teo-
rema de Lebesgue-Vitali). En la teoria de la medida de Lebesgue, una funcién
puede ser integrable (f € L!) y ser discontinua en un conjunto de medida
positiva o incluso en todo su dominio.

Ejemplo: La funcién caracteristica de los irracionales en [a,b] es integrable
Lebesgue, pero discontinua en todos los puntos de [a, b]. Definida como

)1 sizea,b]\Q
f(x)_{() six € [a,b]NQ

Debido a la densidad de los racionales e irracionales, cualquier entorno de
cualquier punto x € [a,b] contiene puntos donde la funcién vale 1 y puntos
donde vale 0. Por tanto, f es discontinua en todo su dominio. Al ser disconti-
nua en todos sus puntos, el conjunto de discontinuidades no tiene medida cero
(b —a > 0). Segun el criterio de Lebesgue-Vitali, la funcién no es integrable
Riemann. Sin embargo, segiin Lebesgue:

El conjunto de los racionales QN[a, b] es numerable y tiene medida de Lebesgue
nula (4 = 0). Asi, f es igual a la funcién constante 1 casi por doquier. Su
integral es:

= (@ \Q) = (b= a)—0=b—a
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Como el resultado es finito, f € L(a,b).

Ejercicio 2 (3 puntos). Decide, razonadamente, si la funcién:

F0.2 SR, fa)= YT VIT]

pertenece, o no, a L'(0,2).
Como f es continua en (0,2] = f es medible en (0, 2].
Sabemos que
LY(a,b) = {f : (a,b) = R medible : El/bf(x) dx}

Veamos si acotandola determinamos si existe su integral o no.

\/_—\/x—+1:1 Vr+1

T T

fz) =

De esta manera tenemos que

/:f(:c)dx:/j%dm—/j@daz:%@—/j\/?dx
Vr+1l 1

. 2 —, entonces

/\/F /—d:c—h1|x|] In(2) — (—50) = +o0

Consecuentemente, f ¢ L(0,2).

B

Como

Aunque no sea el objetivo de la asignatura, se podria hacer calculando la
primitiva de la funcion:

/\/_“/F /—d—/\/"’;ﬁdx

Para la segunda integral, usamos el cambio u = Vx + 1 = z = u?>—1,dr = 2u du:

1 u—1
/u2 12udu-2/(1+u2_1)du:2u+ln '

u+1
La primitiva general F'(z) es

F(:L'):2\/§—2\/:C+1—ln’

vVe+1l—1
ve+1+1
Analizamos el limite cuando x — 07:

1-1

xliggr F(x) =2(0) —2(1) — In T 1’ =—-2—In(0) = +o0
Como la integral diverge en el extremo inferior:
f¢LY0,2)
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Ejercicio 3 (3 puntos). Decide, razonadamente, si la funcién:

jE@H@%R,ﬂ@:i:%EE

pertenece, o no, a L'(2, +00).
Como f es continua en (2, +00) = f es medible en (2, +00).

Podemos volver a acotarla

Vi Vil (- VA (e VaED -l
E PR NCERYESY o (VD)

Como f es medible entonces, f € L'(2,+00) < |f] € L'(2,+0)

1 1 1 1
— < —
z-(Ve+vr+l) w-rtaz-Vo+l  2z-yx 23

Calculando
too g —17F*® 1 1
—dr = |— =0-[-——)=—
2 202 Ve, V2, V2

Podemos concluir que f € L'(2,+00).

Aunque siga sin ser el objetivo de la asignatura, podemos evaluar el com-
portamiento de la primitiva F'(x) cuando x — +o0:

400
flz)de = lim F(x)— F(2)

2 r—r—+00

Analizamos los términos de F'(x) en el infinito:
Para 21/ — 2v/x + 1:

=2
lim 2 —vr+1 i

Para el término logaritmico:

vVe+1-—1
ve+1+1

Puesto que lim, 1, F(x) = 0, la integral es igual a —F(2), que es un valor real

finito:

Consecuentemente:

T—r+00

lim ln' ‘ =In(1)=0

2

feL'(2,4x)
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